Produktive Aufgaben mit magischen Quadraten

Maria Koth, Universitat Wien und Padagogische Hochschule Wien

1. Was sind magische Quadrate?

Unter einem magischen Quadrat versteht man bekanntlich ein
nxn-Zahlenquadrat bestehend aus den Zahlen 1, 2, 3, ..., n? bei dem

- jede der n Zeilensummen,
- jede der n Spaltensummen
- und auch jede der beiden Diagonalensummen

denselben Wert hat. Die gemeinsame Zeilen-, Spalten- und Diagona-
lensumme wird die magische Konstante des Quadrats genannt.
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Abb. 1: Beispiel eines magischen

4x4-Quadrats
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Das kleinste magische Quadrat ist ein 3x3-Quadrat mit den Eintragungen 1 bis 9 und der magischen
Konstante 15. Man uberlegt, dass in diesem Fall stets 5 in der Mitte des Quadrats und die geraden
Zahlen 2, 4, 6 und 8 in den vier Ecken stehen mlssen. Die einzigen mdglichen magischen 3x3-
Quadrate mit den Zahlen 1 bis 9 sind somit die acht in Abb. 2 dargestellten Quadrate.
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Abb. 2: Acht symmetrische Lagen eines magischen Quadrats
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Magisches Quadrat | Magische
mit den Zahlen Konstante

1bis 9 3x3 15

1 bis 16 4x4 34

1 bis 25 5x5 65

1 bis 36 6x6 111

1 bis 49 7 175

1 bis 64 8x8 260

1 bis 81 9x9 369

1 bis 100 | 10x10 505

Abb. 3: Magische Konstante
firn=3bisn=10




Jedes magische Quadrat liefert sofort sieben weitere magische Quadrate, indem man das Quadrat um
90°, 180° bzw. 270° dreht oder indem man es an einer der vier Symmetrieachsen des Quadrats spie-
gelt (siehe Abb. 2).

Unterscheidet man diese acht symmetrischen Lagen nicht, so gibt es

genau ein magisches 3x3 — Quadrat mit den Eintragungen 1 bis 9,
- 880 magische 4x4 — Quadrate mit den Eintragungen 1 bis 16,
- 275 305 224 magische 5x5 — Quadrate mit den Eintragungen 1 bis 25 (siehe [2]).

Mit wachsendem n nimmt dann die Zahl der mdglichen magischen Quadrate sehr rasch zu. Die genaue
Zahl der magischen nxn-Quadrate flir n > 6 ist nicht bekannt, die Zahl der magischen 6x6-Quadrate
wird auf = 1019 geschétzt, die Zahl der magischen 10x10-Quadrate auf = 10110 (siehe [2]).

2. Magische 4x4-Quadrate vervollstandigen

Beispiel:
Im diesem Zahlenquadrat sind sieben der Zahlen 1 bis 16 vorgegeben, die tbrigen dieser Zahlen sollen
so angeordnet werden, dass ein magisches 4x4-Quadrat entsteht.
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Sind drei der vier Zahlen einer Zeile, Spalte bzw. Diagonale bekannt, so kann die fehlende vierte Zahl
durch Erganzen auf die magische Konstante 34 bestimmt werden. In diesem Beispiel erganzt man in
der zweiten Zeile 16, in der vierten Spalte 1, in der dritten Zeile 11, in der linken Diagonale 5 und in der
rechten Diagonale 2.

Die moglichen Anordnungen der nun noch fehlenden Zahlen 4, 7, 10 und 13 konnen durch systemati-
sches Probieren gefunden werden. Eine gute Strategie dabei ist, mit der groRten (oder mit der kleins-
ten) dieser Zahlen zu beginnen. Hier kdnnte man, zum Beispiel, folgendermalien tberlegen:

- Da 13+14+9 groRer als 34 ist, kann 13 nicht in der dritten Spalte stehen.

- Da 13+5+15 = 33 ist, und 33 durch keine der noch verfligharen Zahlen 4, 7, 10 auf 34 ergénzt wer-
den kann, kann 13 auch nicht in der ersten Zeile stehen.

Somit kann 13 nur in der letzten Zeile neben 2 angeordnet werden.

Die restlichen Zahlen sind dadurch eindeutig festgelegt.

Je nach Anzahl und Anordnung der vorgegebenen Zahlen kann man Vervollstandigungsaufgaben mit
nur einer Losung oder auch mit mehreren Losungen stellen:

- Im einfachsten Fall kdnnen alle fehlenden Zahlen durch Ergénzen dreier Zahlen auf die magische
Konstante 34 gefunden werden. Hier steht das Kopfrechnen im Vordergrund.

- Sind weniger Zahlen bekannt, so sind zur Losung der Aufgabe mehr und mehr auch kombinatorische
Uberlegungen erforderlich. Hier geht es dann auch wesentlich darum, zu erkennen, wie viele Lésun-
gen es gibt und alle moglichen Losungen zu finden.
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3. Magische 4x4-Quadrate

Von besonderem Interesse fiir Aufgabenstellungen im Mathematikunterricht sind magische 4x4-
Quadrate. Die Anzahl 880 dieser Quadrate ist einerseits groR genug, um viele Méglichkeiten fir interes-
sante Fragestellungen zu bieten und andrerseits so Uberschaubar, dass viele Struktureigenschaften
dieser magischen Quadrate seit langem gut bekannt sind. Als Anregung fir mégliche Begrindungsauf-
gaben werden im Folgenden einige Eigenschaften magischer 4x4-Quadrate zusammengefasst.

a. Weitere Zahlengruppen mit Summe 34

In magischen 4x4-Quadraten tritt die Konstante 34 nicht nur als Zeilen-, Spalten- und Diagonalen-
summe, sondern stets auch als Summe der folgenden vier Zahlen auf (siehe Abb. 4):

o o [ N
o0 o o
LAl o L Abb. 4: Weitere Vierergruppen
o o LA von Zahlen mit Summe 34.
E=34 Di+D2-E=34 Z1+Z4+-E=34 S1+S4-E=34

Fur die Summe E der vier Ecken des Quadrats gilt
2E=D1+D2+S1+S4—-22-73=34+34 +34 +34-34-34 =68 und daher E = 34.

(Wobei S1und S die erste bzw. die vierte Spaltensumme, Z> und Z3 die zweite bzw. dritte Zeilen-
summe und D1 und D> die beiden Diagonalensummen bezeichnen.)

Daher ist die Summe der vier mittleren Zahlen gegeben durch D1 + D2 — E =34 + 34 - 34 = 34, die
Summe der beiden mittleren Zahlen der ersten Zeile und der beiden mittleren Zahlen der letzten Zei-
le durch Z1 + Z4 - E = 34, die Summe der beiden mittleren Zahlen der ersten Spalte und der beiden
mittleren Zahlen der letzten Spalte durch Sq + S4 - E = 34.

b. Die vier Quadranten und die vier 3x3-Teilquadrate

Q Q
Fur die Summen Q1, Qz, Q3 bzw. Q4 der vier Zah- ° 1. 0 |2:| 10
len eines Quadranten gilt (siehe Abb. 5): ee OO ot alh
Qr+Q=Q+Qs=Qs+Qs=Qs+Q1=68 A AR k|| i
Daraus folgt, dass Q1 = Qs und Q2 = Qg ist. VAN, Lai SEE:E R LA

Q Qg Q1 +Qs Q2 + Qq

Insbesondere ist daher Abb. 5: Die vier Quadranten

e+b+l+0=MB Q=M= QPB=3bcoQ@=34=cQ=34= c+h+i+n=34

Analog dazu gilt auch fir die Summen Tq, T2, T3 T, T,
bzw. T4 der vier Eckzahlen eines 3x3-Teilquadrats elel 3 S b 3
T1+To=To+T3=T3+Ts=Ts+T1=68 A% A3t f hl el |9] |
und daher T1=Tsund T2 =Ta. e ern i k j |
Auch hier folgt -|-4A a2 T l i LN

3
Cth+i+n=34 Tz oT=3% o Ti+Ts TotTs
oTh=3oTi=34< e+b++0=34 Abb. 6: Die vier 3x3-Teilquadrate
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c. Anordnung der geraden und ungeraden Zahlen bzw. der Zahlen 1 bis 8 und 9 bis 16

Jede Zeile und jede Spalte eines magischen 4x4-Quadrats mit den Eintragungen 1 bis 16 enthalt
zwei gerade und zwei ungerade Zahlen sowie zwei der Zahlen 1 bis 8 und zwei der Zahlen 9 bis 16.

Fur die Diagonalen dagegen ist das nicht notwendigerweise der Fall: Es gibt auch magische Quadra-
te, bei denen die eine Diagonale aus vier geraden und die zweite Diagonale aus vier ungeraden
Zahlen besteht bzw. Quadrate, bei denen die eine Diagonale drei der Zahlen 1 bis 8 und die andere
Diagonale drei der Zahlen 9 bis 16 enthalt.

d. Pandiagonale magische 4x4-Quadrate

Abb. 7 zeigt ein magisches 4x4-Quadrat, bei dem auch alle
,gebrochenen* Diagonalen die magische Konstante 34 als

Summe haben. Magische Quadrate mit dieser Eigenschaft
nennt man pandiagonal.

Pandiagonale magische nxn-Quadrate gibt es nur fir alle

ungeraden n > 5 sowie fiir alle durch vier teilbaren n. Abb. 7: Beispiel eines pandiagonalen
magischen 4x4-Quadrats.

Fugt man bei einem pandiagonalen 4x4-Quadrat eine Kopie der ersten, zweiten und dritten Zeile
unterhalb des Quadrats als fUnfte, sechste und siebente Zeile und eine Kopie der ersten, zweiten
und dritten Spalte rechts neben dem Quadrat als flinfte, sechste und siebente Spalte an, so erhalt
man ein 7x7-Zahlenquadrat, in dem jedes der sechzehn 4x4-Teilquadrate wieder ein pandiagonales
magisches Quadrat ist (siehe Abb. 8). Jedes pandiagonale magische 4x4-Quadrat liefert also durch
Verschieben der Zeilen und Spalten sofort 15 weitere pandiagonale magische 4x4-Quadrate.

Von gedrehten und gespiegelten Lagen abgesehen gibt es genau 48 verschiedene pandiagonale
magische Quadrate mit den Zahlen 1 bis 16. Jedes dieser 48 Quadrate kann aus einem der drei in
Abb. 8 dargestellten pandiagonalen Quadrate durch Verschieben von Zeilen und Spalten erhalten
werden.
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Abb. 8: Alle 48 mdglichen pandiagonalen 4x4-Quadrate

Pandiagonale magische 4x4-Quadraten haben auBerdem die Eigenschaft, dass die vier Eckzahlen
jedes der neun 2x2-Teilquadrate die magische Konstante als Summe haben.
Dariiber hinaus findet man in allen pandiagonalen magischen 4x4-Quadraten

Zahlenpaare mit gleich groRer Summe. Bezeichnet man die Elemente wie in a|bjcd
Abb. 9, so gilt: e/ flg|h
atb=g+h=i+j=0o+p und c+d=e+f=k+l=m+n i g k]
atd=f+g=itl=n+0o wund b+c=e+h=j+k=m+p min olp
ate=c+g=j+n=l+p und b+f=d+h=itm=k+o
atm=c+o=f+j=h+| und b+n=d+p=eti=g+k Abb. 9
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e. Semipandiagonale magische 4x4-Quadrate

[ T

Abb. 10 zeigt ein magisches 4x4-Quadrat, bei dem (zwar 4 51015 415110 15
nicht alle sechs gebrochenen Diagonalen, aber zumindest) 111141118 1101411 | 8
die beiden aus zwei mal zwei Zahlen bestehenden gebro- 77 .
. . . 131127 | 2 13/12]17 ] 2
chenen Diagonalen die magische Konstante 34 als Summe 5 s 6 51619
haben. S —id

Magische 4x4-Quadrate mit dieser Eigenschaft nennt man Abb. 10: Beispiel eines semipandiagonalen
semipandiagonal. magischen 4x4-Quadrats.

Nach 3.b. ist ein magisches 4x4-Quadrat genau dann semipandiagonal,
- wenn die Summe der vier Zahlen eines (und damit aller vier) Quadranten 34 betragt,
- bzw. wenn die Summe der vier Eckzahlen eines (und damit aller vier) 3x3-Teilquadrate 34 betragt.

f. Die zwolf Strukturgruppen magischer 4x4-Quadrate

Aus den Zahlen 1 bis 16 kann man acht Zahlenpaare mit 214117 oo | oo
Summe 17 bilden, namlich 1 und 16, 2 und 15, 3 und 14, 4 161945 IR L
und 13, 5und 12, 6 und 11, 7 und 10 sowie 8 und 9. Verbin- 118113112 LTIL T4
det man in einem magischen 4x4-Quadrat jedes dieser Zah- 15 3 610 | R A A &
lenpaare durch eine Linie, so erhalt man ein fir das Quadrat

charakteristisches Diagramm. Abb. 11: Strukturdiagramm eines

magischen 4x4-Quadrats.

Je nach Aussehen dieses Diagramms kann man die magischen 4x4-Quadrate in zwolf Gruppen
einteilen (siehe Abb. 12). Die in Abb. 12 gewahlte Nummerierung der einzelnen Gruppen geht auf
den englischen Puzzlisten Henry Dudeney (siehe [3] ) zurUck.

e e ED (R

Gruppe 1 Gruppe 2 Gruppe 3 Gruppe 4 Gruppe 5 Gruppe 6

Il Lo d !

o0 R (2R (B (3¢ 3¢ s

Gruppe 7 Gruppe 8 Gruppe 9 Gruppe 10 Gruppe 11 Gruppe 12

Abb. 12: Die zwolf Strukturgruppen magischer 4x4-Quadrate

Den 48 pandiagonalen magischen Quadraten entsprechen in dieser Klassifizierung die Quadrate
von Gruppe 1. Alle semipandiagonalen Quadrate gehoren einer der Gruppen 1 bis 6 an, wobei alle
Quadrate der Gruppen 1 bis 5 und 96 der 304 Quadrate der Gruppe 6 semipandiagonal sind.

Eine vollstandige Liste aller 880 magischen 4x4-Quadrate, gegliedert nach den zwolf Gruppen wird
in [5] zum Download angeboten.
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Abb. 13 zeigt die zahlenmaRige Verteilung der 880 magischen 4x4-Quadrate auf die einzelnen
Gruppen:

Gruppe ‘1‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘10‘11‘12

Anzahl der magi-
schen Quadrate

48‘48‘48‘96‘96‘304‘56‘56‘56‘56‘ 8 ‘ 8
Abb. 13: Anzahl magischer 4x4-Quadrate

g. Symmetrische magische 4x4-Quadrate

Die magischen Quadrate der Gruppe 3 werden symmetrisch genannt, da in 1632 |13
diesen Quadraten die acht Zahlenpaare mit Summe 17 symmetrisch zum 51011/ 8
Quadratmittelpunkt angeordnet sind. Auch das bekannte ,Direr-Quadrat* ge- 96712
hort dieser Gruppe an (siehe Abb. 14). 4115 14| 1
Alle symmetrischen magischen 4x4-Quadrate sind semipandiagonal. Aob, 14
Aullerdem ist erwahnenswert, dass in den Zeilen und Spalten dieser Quadrate Dilrer-Quadrat
Zahlenpaare mit gleich groRer Summe auftreten. Entsprechend der Bezeich-
nung von Abb. 15 gilt in allen symmetrischen magischen 4x4-Quadraten: a/bjc|d
atb=g+h=k+l=m+n und c+d=e+f=i+j=0+p e flg/h
ate=d+h=j+n=k+o0 und b+f=c+g=i+tm=I+p Pk
m njo | P
Abb. 15

4. Umordnungen der Zahlen 1 bis 16 in einem magischen 4x4-Quadrat

Weitere Fragestellungen ergeben sich im Zusammenhang mit Umordnungen der Zahlen 1 bis 16 eines
vorgegebenen magischen 4x4-Quadrats:

a. Geanderte Reihenfolge der Zeilen (bzw. der Spalten)

Andert man die Reihenfolge der Zeilen eines magischen

albic|d el|f h
Quadrats, so bleiben die vier Zeilensummen und auch die elflglh >< ab 2 d
vier Spaltensummen gleich grof (siehe Abb. 16). Ein derart i | k|l i [} k|l
umgeordnetes magisches Quadrat ist daher genau dann mnlolp mnlolp

noch immer magisch, wenn die beiden Diagonalensummen

weiterhin 34 betragen. Abb. 16: Vertauschen zweier Zeilen dndert
_ L _ L die Zeilen- und Spaltensummen nicht.
Insgesamt gibt es 24 mdgliche Reihenfolgen fiir die vier

Zeilen eines 4x4-Quadrats. In der letzte Spalte von Abb. 17
ist angegeben, bei welchen Anordnungen der vier Zeilen alle magischen Quadrate einer bestimmten
Strukturgruppe magisch bleiben. (Abb. 17 gilt analog auch flr die Umordnung der Spalten.)

Andert man die Reihenfolge der Zeilen eines semipandiagonalen magischen 4x4-Quadrats und ord-
net anschliefend im erhaltenen Zahlenquadrat die Spalten in derselben geanderten Reihenfolge an,
so erhalt man stets wieder ein semipandiagonales magisches Quadrat.

Wird insbesondere eine der Umordnungen c), d), g), h), i) bzw. n) von Abb. 17 auf die Zeilen und
anschlieBend auf die Spalten angewendet, so bleibt sogar jedes magische 4x4-Quadrat magisch.
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Zusatzliche
Anderung der Reihenfolge 1 -2 — 3 — 4 der Zeilen Reihenfolge Spiegelungan |\ o st wieder ein
. . . der waagrechten . .
eines magischen 4x4-Quadrats der Zeilen magisches Quadrat flir
Symm.achse
ergibt
a) | 1./2. Zeile tauschen 2-1-3-4 4-3-1-2 Gruppe 2
b) | 1./3. Zeile tauschen 3-2-1-4 4-1-2-3 Pandiagonale Quadrate
c) | 1./4. Zeile tauschen 4-2-3-1 1-3-2-4 | Symmetrische Quadrate
d) | 2./3. Zeile tauschen 1-3-2-4 4-2-3-1 Symmetrische Quadrate
e) | 2./4. Zeile tauschen 1-4-3-2 2-3-4-1 Pandiagonale Quadrate
f) | 3./4. Zeile tauschen 1-2-4-3 3-4-2-1 Gruppe 2
g) | 1./2. Zeile und 3./4. Zeile tauschen 2-1-4-3 3-4-1-2 Semipandiag. Quadrate
h) | 1./3. Zeile und 2./4. Zeile tauschen 3-4-1-2 2-1-4-3 Semipandiag. Quadrate
i) | 1./4. Zeile und 2./3. Zeile tauschen 4-3-2-1 1-2-3-4 | Alle magischen Quadrate
j) | 2. Zeile ausschneiden und als letzte Zeile unten anfiigen | 1-3-4-2 2-4-3-1
k) | 3. Zeile ausschneiden und als erste Zeile oben anfligen | 3-1-2-4 4-2-1-3
) | 1. Zeile ausschneiden und nach der 3. Zeile einfiigen 2-3-1-4 4-1-3-2
m) | 4. Zeile ausschneiden und nach der 1. Zeile einfiigen 1-4-2-3 3-2-4-1
n) 3: Z?I|e vor der 1. Zeile und 2.Zeile nach der 4. Zeile 3_1-4-2 9_4-1-3 Symmetrische Quadrate
einfligen
Abb. 17: Ubersicht — Anderung der Zeilenreihenfolge eines magischen 4x4-Quadrats.
b. Umordnungen der vier Quadranten
Die Abbildungen 18 b., c. und d. zeigen Beispiele fiir Umordnungen der vier Quadranten des vor-
gegebenen Quadrats 18a.:
In 18 b ist jeder der vier Quadranten von Abb.18 a. um + 90° gedreht worden, in 18 c. sind der
zweite und der vierte Quadrant von Abb.18 a. vertauscht worden. Alle symmetrischen magischen
4x4-Quadrate bleiben bei diesen Umordnungen magisch.
In jeder Zeile von 18 d. stehen die vier Zahlen des entsprechenden Quadranten von 18 a. Bei die-
ser Umordnung bleiben alle semipandiagonalen 4x4-Quadrate magisch.
ajbjc|d bif|d|h al|blilj alb|f]|e
e|[flg]|h ale|C|g e|fimi|n c|dlhig
ik jlnjl|p cid|k]lI kil |[plo
mi{njo|P i{mjk|o g/hjo|p ilj | n|m
a. b. c. d. Abb. 18
c. Weitere Beispiele fiir Umordnungen der Zahlen 1 bis 16

Die folgenden Beispiele fir Zahlenvertauschungen in einem magischen 4x4-Quadrat haben gemein-
sam, dass sie in vielen Fallen —insbesondere fiir alle semipandiagonalen Quadrate- wiederum ein
magisches Quadrat ergeben. Ist das umgeordnete Quadrat magisch, so gehort es stets auch der-
selben Strukturgruppe wie das urspriingliche magische Quadrat an.
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e Vertausche 1 mit 16, 2 mit 15, 3 mit 14, 4 mit 13, 5 mit 12, 6 mit 11, 7 mit 10 und 8 mit 9.

In diesem Fall erhalt man stets wieder ein magisches Quadrat: Jede Zahl x =1, 2, ..., 16 wird hier
durch die Zahl 17 - x ersetzt. Eine Zeilen- (bzw. Spalten- oder Diagonalen-)summe

a+ b+ c+ d = 34 geht somit Uber in (17— a)+ (17- b)+ (17-c¢)+ (17-d) =68 -(a+ b+ c + d) = 34.
(Allgemein bleibt jedes magische nxn-Quadrat magisch, wenn man jede der Zahlen x = 1, 2,..., n?
durch n*+1-x ersetzt.)

e Vertausche 1 mit 2, 3 mit 4, 5 mit 6, 7 mit 8, 9 mit 10, 11 mit 12, 13 mit 14 und 15 mit 16.

Bei dieser Vertauschung wird jede ungerade Zahl um eins vergrofRert und jede gerade Zahl um
eins verkleinert. Diese Umordnung flihrt daher genau dann auf ein magisches Quadrat, wenn je-
de Zeile, jede Spalte und auch jede Diagonale des magischen Ausgangsquadrats zwei gerade
Zahlen und zwei ungerade Zahlen enthalt.

e Vertausche 1 mit 9, 2 mit 10, 3 mit 11, 4 mit 12, 5 mit 13, 6 mit 14, 7 mit 15 und 8 mit 16.

Bei dieser Umordnung wird jede der Zahlen 1 bis 8 um 8 vergroRert und jede der Zahlen 9 bis 16
um 8 verkleinert. Die Umordnung ergibt daher nur dann ein magisches Quadrat, wenn jede Zeile,
jede Spalte und auch jede Diagonale des magischen Ausgangsquadrats genau zwei der Zahlen 1
bis 8 und zwei der Zahlen 9 bis 16 enthalt.

e Vertausche 1 mit 8, 2 mit 7, 3 mit 6, 4 mit 5, 9 mit 16, 10 mit 15, 11 mit 14 und 12 mit 13.
e Vertausche 2 mit 9, 4 mit 11, 6 mit 13, 8 mit 15 und lasse die librigen Zahlen gleich.

e Vertausche 3 mit 9, 4 mit 10, 7 mit 13, 8 mit 14 und lasse die librigen Zahlen gleich.

e Vertausche 2 mit 5, 4 mit 7, 10 mit 13, 12 mit 15 und lasse die librigen Zahlen gleich.

e Vertausche 3 mit 5, 4 mit 6, 11 mit 13, 12 mit 14 und lasse die librigen Zahlen gleich.

5. Magische 5x5-Quadrate

Magische 5x5-Quadrate mit den Eintragungen 1 bis 25 haben die magische Konstante 65. Auch hier
kann man Aufgaben zum Vervollstandigen solcher Quadrate stellen (siehe Aufgabe 15 im Anhang).
Weitere Anregungen flr Fragestellungen zu magischen 5x5-Quadraten findet man in 5.a. bis e.

a. RegelmaRige Anordnung der geraden/ungeraden Zahlen

Da die magische Konstante 65 eine ungerade Zahl ist, missen in jeder Zeile, jeder Spalte und jeder
Diagonale eines magischen Quadrats mit den Zahlen 1 bis 25 entweder eine, oder drei oder funf un-
gerade Zahlen stehen.

In diesem Zusammenhang bietet sich als Aufgabenstellung an, magische 5x5-Quadrate zusam-
menzusetzen, bei denen die Anordnung der 13 ungeraden Zahlen ein symmetrisches Muster bildet.

Abb. 19: Beispiele fiir mdgliche symmetrische Anordnungen der 13 ungeraden Zahlen
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b. Kombination aus einem magischen 3x3- und einem magischen 5x5-Quadrat

Eine relativ einfache Methode, ein magisches 5x5-Quadrat aus den Zahlen
1 bis 25 zu finden besteht darin, in die mittleren neun Felder des Quadrats
ein magisches 3x3-Quadrat zu setzen und dann in jeder Zeile, Spalte und
Diagonale zwei der restlichen 16 Zahlen passend zu erganzen.

(siehe Abb. 20)

Die neun Zahlen fir das magische 3x3-Quadrat missen in diesem Fall so
gewahlt werden, dass die magische Konstante dieses Teilquadrats 39 be-
tragt:

Die Summe aller 25 Zahlen des magischen 5x5-Quadrats betragt 5 - 65.

19

1118| 4

23

21

10

15| 14] 5

20

171319

2

1211116

2%

3

25

8 22

7

Abb. 20: Geschachtelte

magische Quadrate

Die Summe der neun Zahlen eines magischen 3x3-Quadrats mit Konstante K betrégt 3 - K, aus den
ubrigen 16 Zahlen missen acht Zahlenpaare mit den Summen 65 — K gebildet werden.

Daraus folgt 5-65=3-K+8-(65-K), und als Losung dieser Gleichung erhalt man K = 39.

Beispiele fir neun Zahlen, aus denen man ein geeignetes magisches 3x3-Quadrat mit K = 39

zusammensetzen kann, sind neben 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17 auch

8,9,10,12, 13, 14,16, 17,18 7,8,9,12,13,14,17,18,19 6,7,8
5,6,7,12,13,14,16,17,18 4,5,6,12,13,14, 20, 21, 22 3,4,5
2,3,4,12,13,14,22, 23, 24 1,2,3,12,13,14, 23, 24, 25 6,8,10
57,9,11,13,15,17,19, 21 4,6,8,11,13,15, 18, 20, 22 3,57
2,4,6,11,13,15, 20, 22, 24 1,3,5,11,13,15, 21, 23, 25 3,6,9
2,5,8,10, 13,16, 18, 21, 24 1,4,7,10,13,16, 19, 22, 25

Analog dazu kdnnte man aus den Zahlen 1 bis 49 magische 7x7-Quadrate mit zwei weiteren inein-
ander geschachtelten magischen Quadraten bilden: Man setzt ein magisches 3x3-Quadrat mit Kon-
stante 75 zusammen, und fugt in jeder Zeile, jeder Spalte und jeder Diagonale ein Zahlenpaar mit
Summe 50 so hinzu, dass insgesamt ein magisches 5x5-Quadrat mit Konstante 125 entsteht.
Schlieflich vervollstandigt man das magische 7x7-Quadrat mit Konstante 175, indem man jede Zei-
le, Spalte und Diagonale des 5x5-Quadrats geeignet durch ein Zahlenpaar mit Summe 50 erganzt.

c. Pandiagonale magische 5x5-Quadrate

Abb. 21 zeigt ein 5x5-Quadrat, in dem jede der GroRen A, B, C, D, E Ata

B+b

C+c

D+d

E+e

und a, b, ¢, d, e in jeder Zeile, jeder Spalte, jeder Diagonale und Ctd
auch in jeder gebrochenen Diagonale genau einmal als Summand

D+e

E+a

A+b

B+c

auftritt. E+b

A+c

B+d

C+e

D+a

Da{x+y|xe {0,5,10,15,20} nye {1,2,3,4,5}}={1,2,3,..., 25} Bte
und daauRerdem0+5+10+15+20+1+2+3+4+5=65ist,

C+a

D+b

E+c

A+d

folgt: D+c

E+d

Ate

B+a

C+b

Egal in welcher Reihenfolge man die GroRen A, B, C, D, E durch die
Zahlen 0, 5, 10, 15, 20 und die Gr6Ren a, b, ¢, d, e durch die Zahlen
1,2, 3, 4,5 (oder umgekehrt A, B, C, D, E durch 1, 2, 3, 4, 5 und
a,b,c d edurch0,5, 10, 15, 20) ersetzt, erhalt man stets ein
pandiagonales magisches 5x5-Quadrat mit den Eintragungen 1 bis 25.
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Insgesamt gibt es 2 - 5! - 5! = 28 800 verschiedene Mdglichkeiten, die GroRen A bis E und a bis e
mit diesen Zahlenwerten zu belegen. Unterscheidet man die gedrehten und gespiegelten Lagen der
dieser Art erhaltenen 28 800 Quadrate nicht, so verbleiben 28 800/8 = 3 600 verschiedene pandia-
gonale magische 5x5-Quadrate. Bemerkenswert ist, dass es daruber hinaus keine weiteren pandia-
gonalen magischen 5x5-Quadrate gibt (siehe [4] ).

Da jedes pandiagonale magische 5x5-Quadrat nach dem in Abb. 21 angegebenen zyklischen ,Bau-
plan® zusammengesetzt ist, kann man aus Abb. 21 weitere Eigenschaften dieser Quadrate ablesen:
So sieht man, zum Beispiel, unmittelbar, dass in jedem pandiagonalen magischen 5x5-Quadrat die

folgenden fiinf Zahlen die Summe 65 haben:

die vier Ecken und die Mittenzahl des Quadrats,

die vier Ecken und die Mittenzahl jedes der neun 3x3-Teilquadrate,

die vier ,Seitenmittelpunkte“ und die Mittenzahl jedes der neun 3x3-Teilquadrate,

die jeweils mittlere Zahl der ersten und letzten Zeile und der ersten und letzten Spalte und die
Mittenzahl des Quadrats.

. Weitere zyklische magische 5x5-Quadrate

In Abb. 21 sind die Summanden A, B, C, D, E der ersten Zeile in der zweiten Zeile um jeweils drei
Stellen nach rechts (und die Summanden a, b, ¢, d, e um zwei Stellen nach rechts) zyklisch ver-
tauscht angeordnet. Dieselbe zyklische Vertauschung wird auch bei den Gbrigen Zeilen fortgesetzt.

Genauso konnte man von Zeile zu Zeile die Summanden A, B, C, D, E um nur eine Stelle und die
Summanden a, b, ¢, d, e um zwei (oder um drei oder um vier) Stellen zyklisch nach rechts verschie-
ben bzw. A, B, C, D, E um vier Stellen und a, b, ¢, d um zwei (oder um drei) Stellen. Auch diese zyk-
lischen Anordnungen filhren bei geeigneter Belegung der GrolRen A, B, C, D, Eund a, b, ¢, d, e mit
den Zahlen 0, 5, 10, 15, 20, 1, 2, 3, 4, 5 auf magische 5x5-Quadrate, die allerdings nicht mehr pan-
diagonal sind.

Abb. 22 zeigt jene Anordnung, bei der A, B, C, D, E um jeweils eine Stelle und a, b, ¢, d, e um je-
weils vier Stellen nach rechts verschoben sind:

Da in Abb. 22 die GroRe E in der rechten Diagonale funf Mal vorkommt und genauso die GroRe a
finf Mal in der linken Diagonale, erhalt man nur dann ein magisches Quadrat,

- wennE=10unda=3istund A, B, C, D in beliebiger Reihenfol-
ge mit den Werten 0, 5, 15, 20 sowie b, c, d, e in beliebiger Rei-

A+a|B+b|C+c |D+d | E+e

henfolge mit 1, 2, 4, 5 belegt werden B+e|C+a |D+b|E+c |A+d
- bzw.wennE=3unda=10istund A, B, C, D in beliebiger Rei- C+d|D+e | E+a | A+b |B+c

henfolge mit den Werten 1, 2, 4, 5 sowie b, ¢, d, e in beliebiger

Reihenfolge mit 0, 5, 15, 20 belegt werden. D+c |E+d|A+e B+a|C+b

Insgesamt ergibt diese zyklische Anordnung somit 2-4!-4! = 1152 Etb|Atc|B+d|Cte Dta

(bzw. von symmetrischen Lagen abgesehen 1152/8 = 144) verschie-
dene magische 5x5-Quadrate.

Abb. 22

Setzt man in Abb. 22 insbesondere A=20,B=5,C=15,D=0,E=10sowiea=3,b=1,c=4,d=
2, und e =5, so erhalt man dasselbe magische 5x5-Quadrat wie mit der in Aufgabe 16 des Anhangs
angegebenen ,Konstruktionsvorschrift”.
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e. Symmetrische magische 5x5-Quadrate

Ein magisches 5x5-Quadrat heillt symmetrisch, wenn die Zahl 13 im Mittelfeld des Quadrats steht
und die zwolIf Zahlenpaare mit Summe 26 symmetrisch zum Mittelfeld angeordnet sind.

Magische 4x4-Quadrate konnen nicht gleichzeitig symmetrisch und pandiagonal sein, magische 5x5-
Quadrate dagegen schon. Von gedrehten und gespiegelten Lagen abgesehen gibt es genau 16 ver-
schiedene symmetrische pandiagonale 5x5-Quadrate. Alle diese Quadrate kann man mit Hilfe des
obigen Konstruktionsprinzips erhalten: Abb. 21 ergibt genau dann ein symmetrisches pandiagonales
Quadrat,

-wenn B=10 A d=3 A A+C=D+E=20 A a+b=c+e=6
- bzw.wenn B=3 A d=10 A A+C=D+E=6 A a+b=c+e=20

6. Magische Quadrate mit anderen Eintragungen

Ersetzt man in einem magischen nxn-Quadrat mit den Zahlen x =1, 2, 3, ..., n* und der magischen
Konstante K jede Eintragung x durch die Zahl ¢-x + d (fr zwei vorgegebene reelle Zahlen ¢ und d
mit ¢ # 0), so erhalt man ein nxn-Zahlenquadrat, in dem jede Zeilensumme, jede Spaltensumme und
jede Diagonalensumme denselben Wert c-K + n-d hat.

Verzichtet man auf die Forderung, dass ein magisches Quadrat aus den Zahlen 1 bis n* zusammen-
gesetzt sein soll und verlangt nur, dass alle Zeilen-, Spalten- und Diagonalensummen gleich gro3
sind, so kann man aus jeder vorgegebenen endlichen arithmetischen Folge von n? reellen Zahlen
magische nxn-Quadrate zusammensetzen.
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Anhang:
Aufgabenstellungen zu magischen Quadraten

a. Uberpriife, ob dieses Zahlenquadrat ein magisches Quadrat ist! 2 1141111 7
b. Wig groR ist. die magische Konstant_e . . 1619145
- eines magischen 4x4-Quadrats mit den Eintragungen 1 bis 16
- eines magischen 5x5-Quadrats mit den Eintragungen 1 bis 25 118 (1312
- eines magischen 6x6-Quadrats mit den Eintragungen 1 bis 36
- eines magischen 7x7-Quadrats mit den Eintragungen 1 bis 49 15/ 31610
Vervollstandige die magischen Quadrate mit den Eintragungen 1 bis 16!
a. b. c. d.
1 14 14 5|4 15
913 10 8 10 3,196
10 4 5 15 | 12 6 |12 8 |14
2 7 12
a. b. c. d.
16 3 7 13
1114 1512 13| 4 |16 5 1
13/ 8 |11 169 | 4 12 8
4 11 6 M7 6
a. b. c. d.
6 11 6 13
1 14 8 10 16| 2 | 1
7 2 (11|5 9,74 97 (12
93 8 9 7
Erganze die fehlenden Zahlen 1 bis 10 so, dass magische 4x4-Quadrate entstehen!
Finde jeweils alle moglichen Losungen!
a. b. C. d.
11 14 13 12 15| 16 14 | 11
13 12 15 14 |13 16
16 11 14 11 12 |13
15 16 12 15
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Welche dieser Vierergruppen von Zahlen hat in jedem magischen 4x4-Quadrat aus den Zahlen
1 bis 16 die Summe 34, welche nicht?

a. b. c. d. e. f.
o o ] o0 o
o

Bleibt jedes magische 4x4-Quadrat aus den Zahlen 1 bis 16 magisch, wenn man die folgenden
Zahlenvertauschungen durchfiihrt?

Vertausche 2 mit 9, 4 mit 11, 6 mit 13 und 8 mit 15 und lasse die Ubrigen Zahlen gleich.

Vertausche 3 mit 5, 4 mit 6, 11 mit 13 und 12 mit 14 und lasse die Ubrigen Zahlen gleich.
Vertausche 1 mit 8, 2 mit 7, 3 mit 6, 4 mit 5, 9 mit 16, 10 mit 15, 11 mit 14 und 12 mit 13.
Vertausche 1 mit 2, 3 mit 4, 5 mit 6, 7 mit 8, 9 mit 10, 11 mit 12, 13 mit 14 und 15 mit 16.
Vertausche 1 mit 16, 2 mit 15, 3 mit 14, 4 mit 13, 5 mit 12, 6 mit 11, 7 mit 10 und 8 mit 9.

P00 oo

Besondere magische 4x4-Quadrate
Ein magisches 4x4-Quadrat mit den Zahlen 1 bis 16 heif3t:

- pandiagonal, wenn alle - semipandiagonal, wenn - symmetrisch, wenn alle
sechs ,gebrochenen® Dia- die beiden aus je zwei mal symmetrisch zum Quadrat-
gonalen die Summe 34 ha- zwei Zahlen bestehenden mittelpunkt liegenden Zah-
ben. ,gebrochenen® Diagonalen lenpaare die Summe 17 ha-

die Summe 34 haben. ben.

4.5 10115} [4] 510 15 163213
Mial 1|8 (1141 8 510|118
13012]7 |2 |13]12]7 |2 9|6 |7 |12
63 16/9) |6 3 16|09 415141

a. Zeige, dass jedes symmetrische magische 4x4-Quadrat semipandiagonal ist!
b. Welche der magischen Quadrate aus den Aufgaben 1 bis 5 sind pandiagonal, welche sind
semipandiagonal, welche sind symmetrisch?

Begrinde:

a. Schneidet man in einem pandiagonalen magischen 4x4-
Quadrat die erste Zeile (bzw. erste Spalte) ab und flgt sie
unterhalb der vierten Zeile als letzte Zeile an (bzw. rechts
neben der vierten Spalte als letzte Spalte an), so erhalt
man wieder ein pandiagonales magisches Quadrat.

S|—|o o
e B el - | T
o = |« o
T | — | o

OO0 | x|«

o | T — | >

® | 3| —|®
o| D |— | —

b. Schneidet man in einem semipandiagonalen (bzw. in ei-
nem symmetrischen) magischen 4x4-Quadrat die ersten
beiden Zeilen ab und fligt sie unterhalb der vierten Zeile
als neue dritte und vierte Zeile an, so erhalt man wieder
ein semipandiagonales (bzw. ein symmetrisches) magi- {
sches Quadrat.

S| —|o o
e I el - | T
T | — | o

——

o | x| «QQ | O

|| I —
—_ | o| 5| —-
Q@ | o| O x
> | a| o| —
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Begriinde:

& Q@ T T,
Ein magisches 4x4-Quadrat mit den Zahlen 1 bis 16 ist ee0 oo
genau dann semipandiagonal, e 00 APt A3t
: . A AR enen
a. wenn J.eder der vier Quadrapten Summe 34 hat, A AN NN
b. wenn jedes der vier 3x3-Teilquadrate Summe 34 hat. T T
Q Qg 4 3
Begriinde: T Tl
a. Dreht man in einem symmetrischen magischen ale|c|g
4x4-Quadrat jeden der vier Quadranten um + 90° y ilnll|p
(siehe Abb. a. rechts), so erhalt man wieder ein 8 t; : : a/v i|m ko
symmetrisches magisches Quadrat. T J i |
b. Verwandelt man die vier Quadranten eines semi- minjolp b\ ajb|fle
pandiagonalen magischen Quadrats in Zeilen (wie c|dihig
in Abb. b. rechts), so erhalt man wieder ein semi- kil ]plo
pandiagonales magisches Quadrat. g nm

Bleibt jedes semipandiagonale magische 4x4-Quadrat magisch, wenn man

Poo0ow

die erste mit der zweiten Zeile vertauscht,

die erste mit der zweiten Zeile und anschlieBend die erste mit der zweiten Spalte vertauscht,
die erste mit der zweiten Zeile und anschlieBend die dritte mit der vierten Spalte vertauscht,
die erste mit der dritten Zeile und anschlielend die erste mit der dritten Spalte vertauscht,
die erste mit der dritten Zeile und anschlie®end die zweite mit der vierten Spalte vertauscht?

Die Zeilen 1, 2, 3, 4 eines magischen 4x4-Quadrats konnen in 24 verschiedenen Reihenfolgen
als Zeilen eines 4x4-Zahlenquadrats angeordnet werden:

1-2-3-4,1-2-4-3, 1-3-2-4, 1-3-4-2, 1-4-2-3, 1-4-3-2, 2-1-3-4, ..., 4-3-2-1.
Bei welchen dieser 24 Zeilenanordnungen bleibt

e.

a. jedes pandiagonale magische 4x4-Quadrat magisch,
b.
c
d

jedes symmetrische magische 4x4-Quadrat magisch,

. jedes semipandiagonale magische 4x4-Quadrat magisch,
. jedes magische 4x4-Quadrat magisch?

Zeige dass fiir jede dieser 24 Zeilenanordnungen gilt: Andert man die Reihenfolge der vier
Zeilen eines semipandiagonalen magischen 4x4-Quadrats, und andert man anschliefend im
erhaltenen Zahlenquadrat die Reihenfolge der vier Spalten in gleicher Weise, so erhalt man
wiederum ein semipandiagonales magisches 4x4-Quadrat.

Wie andert sich die magische Konstante 34 eines magischen 4x4-Quadrats mit den Eintragungen
1 bis 16, wenn man

a.
b. je
c. Andere die Zahlen 1 bis 16 des magischen 4x4-Quadrat aus Aufgabe 1 so ab, dass ein magi-

zu jeder der Zahlen 1 bis 16 dieselbe reelle Zahl ¢ addiert,
jede der Zahlen 1 bis 16 mit derselben reellen Zahl d = 0 multipliziert.

sches 4x4-Quadrat mit ganzzahligen Eintragungen und der folgenden magischen Konstante K
entsteht: ¢1.K=50 €2.K=68 ¢€3.K=48 ¢4 K=10 c4.K=0
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Ergénze die fehlenden Zahlen so, dass magische Quadrate mit den Eintragungen 1 bis 25 ent-

stehen!
a. b. C.
8 |17 11 11 24 3 |12
23 14 21 15 | 17 14 | 25
13| 7 711113 8 |17
6 18|22 511216 | 23 195 |11
9 120 21 20 3 22 20
d e. f
25 23 9 (12 12| 5
6 14 2 11 10 |14 18 | 22
21 12| 5 |18 19 13 13
3 16|24 14 3 16 | 23 15| 4
21 17 | 8 3
g h. i
12121 18 |10 8|2 20 | 24
2009 |2 |11 21|12 16 12
2519 7125
6|3 5|8 24 11 22 18
18 4 | 6 |22 1519 711

. Ordne die Zahlen 1 bis 25 nach der folgenden Vorschrift in einem 5x5-Quadrat an! Uberzeuge
dich, dass du dabei ein magisches 5x5-Quadrat erhalten hast!

Die Zahlen 1, 2, 3, ....., 25 werden fortlaufend in diagonaler Richtung von links unten nach rechts oben
in die Felder eines 5x5-Quadrats eingetragen. Dabei sind folgende Regeln zu beachten:

1.

Setze die erste Zahl in das Feld unmittelbar tber der Mittelzelle des Quadrats!

2. Wird der obere Quadratrand erreicht, so setze im untersten Feld der nachsten Spalte fort!
3.
4. Wird eine Zelle erreicht, in der bereits eine Zahl steht, so setze im Feld zwei Reihen oberhalb

Wird der rechte Quadratrand erreicht, so setze im ersten Feld der nachsthdheren Zeile fort!

der zuletzt geschriebenen Zahl fort! Liegt dieses Feld bereits auRerhalb des Quadrats, so setze
im untersten Feld derselben Spalte fort!

Wird die rechte obere Ecke erreicht, so setze die nachste Zahl in die vorletzte Zeile der letzten
Spalte!

Ordne nach derselben Vorschrift auch die Zahlen 1 bis 9 in einem 3x3-Quadrat, die Zahlen 1

bis 49 in einem 7x7-Quadrat bzw. die Zahlen 1 bis 81 in einem 9x9-Quadrat an! Erhaltst du
auch hier stets magische Quadrate?
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Spezielle Anordnungen der 13 ungeraden Zahlen

Setze ein magisches 5x5-Quadrat aus den Zahlen 1 bis 25 zusammen, bei dem die 13 ungera-
den Zahlen in den markierten Feldern stehen.

a. b. c. d.

o 0o o000 o0 L2
o0 e [ ) ® L LK)
0000 o000 0 o o0 o0 000
00 o o oo [
® e 00 o o

Kombination aus einem magischen 3x3- und einem magischen 5x5-Quadrat

a. Rechts siehst du ein magisches 3x3-Quadrat mit den Eintra-
gungen 5,7,9, 11,13, 15,17, 19, 21. Ergénze die Zahlen in

den leeren Kastchen so, dass ein magisches 5x5-Quadrat mit 712111

den Eintragungen 1 bis 25 entsteht! 171131 9
b. Setze in die mittleren neun Felder eines 5x5-Quadrats ein magi-
sches 3x3-Quadrat aus den Zahlen 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16 155 |19

und 17 und erganze wiederum die restlichen Felder so, dass ein
magisches 5x5-Quadrat mit den Zahlen 1 bis 25 entsteht.

c. Uberlege, dass als magische Konstante des 3x3-Quadrats in

einem solchen kombinierten magischen Quadrat aus den Zahlen
1 bis 25 nur die Zahl 39 in Frage kommt!

d. Finde weitere Beispiele ineinander geschachtelter magischer

3x3- und 5x5-Quadrate aus den Zahlen 1 bis 25! Welche neun
Zahlen kommen dabei fiir das magische 3x3-Quadrat in Frage?

e. Finde Beispiele fur ineinandergeschachtelte magische 3x3- und

5x5-Quadrate, bei denen das magische 3x3-Quadrat in der lin-
ken unteren Ecke des magischen 5x5-Quadrats angeordnet ist!

Drei geschachtelte magische Quadrate

Aus den Zahlen 1 bis 49 kannst du ein magisches

7x7-Quadrat mit zwei weiteren ineinander geschachtelten
magischen Quadraten zusammensetzen:

a. Schreibe in die mittleren neun Felder ein magisches 3x3-

Quadrat aus den Zahlen 21 bis 29!

b. Erganze in den 16 unmittelbar angrenzenden Feldern die

Zahlen 13 bis 20 und 30 bis 37 so, dass ein magisches
5x5-Quadrat aus den Zahlen 13 bis 37 entsteht! Uberlege

zuerst, wie grol’ die magische Konstante dieses 5x5-

Quadrats ist!

c¢. Ordne schlieBlich die restlichen Zahlen so in den Feldern
des auBeren Ringes an, dass du insgesamt ein magisches
7x7-Quadrat erhaltst!
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Symmetrische magische 5x5-Quadrate 9 23] 212011
Ein magisches 5x5-Quadrat heilt symmetrisch, wenn die Zahl 13 im 22| 5(16|14| 8
Mittelfeld des Quadrats steht und alle Zahlenpaare, die symmetrisch 1119(13|7 |25
zum Mittelfeld liegen die Summe 26 haben. 181121101211 4
Welche der magischen Quadrate aus den Aufgaben 15 bis 18 sind 156 |24| 3 [17
symmetrisch?

Pandiagonale magische 5x5-Quadrate 19231 (10|12 24| 3 |17/15| 6
a. Uberpriife durch Nachrechnen, dass 5|7 [14/18| 21 12/10|21| 4 |18

die rechts abgebildeten 5x5-Quadrate 13116125| 2 | 9 1(19(13|7 |25
pandiagonale magische Quadrate sind! 221418 111/20 8122|5116/14
b. Welche der magischen 5x5-Quadrate 6151724 3 201119 23| 2

aus Aufgabe 15 sind pandiagonal?

a. Setze im rechts abgebildeten Quadrat A =0, B =5, C = 10, A+a|B+b|Ctc | D+d | Eve

D=15undE=20sowiea=1,b=2,¢=3,d=4unde =5.

Uberpriife durch Nachrechnen, dass du ein pandiagonales C+d | D+e |E+a|A+b|B+c

magisches 5x5-Quadrat mit den Eintragungen 1 bis 25 er-

halten hast! E+b| A+c|B+d|C+e D+a
b. Setze A=3,B=2,C=5 D=1,E=4sowiea=0,b=5, B+e|C+a | D+b | Et+c | At+d

¢=10,d =15und e = 20. Erhaltst du auch in diesem Fall ein

pandiagonales magisches 5x5-Quadrat? Dtc|E+d | Ate Bta C+b

¢. Begriinde: Egal in welcher Reihenfolge man die GroRen A, B, C, D, E durch die Zahlen 0, 5,
10, 15, 20 und die GroRen a, b, c, d, e durch die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 (oder A, B, C, D, E durch
1,2,3,4,5und a, b, ¢, d, e durch 0, 5, 10, 15, 20) ersetzt, erhalt man stets ein pandiagonales
magisches 5x5-Quadrat mit den Eintragungen 1 bis 25.

d. Setze einige weitere pandiagonale magische 5x5-Quadrate zusammen!

Von symmetrischen Lagen abgesehen gibt es insgesamt 3600 verschiedene pandiagonale magi-
sche 5x5-Quadrate mit den Eintragungen 1 bis 25, und jedes dieser Quadrate kann mit der in
Aufgabe 22 ¢ vorgestellten Methode erzeugt werden.

a. In welcher Reihenfolge musst du den GroRen A, B, C, D, E, a, b, ¢, d und e aus der Abbildung
zu Aufgabe 22 die Zahlen 0, 5, 10, 15, 20, 1, 2, 3, 4 und 5 zuordnen, um die beiden pandia-
gonalen magischen Quadrate aus Aufgabe 21 zu erhalten?

b. Wie muss man die GroRen A, B, C, D, E den Zahlen 0, 5, 10, 15 und a, b, ¢, d, e den Zahlen
1,2,3,4,5(bzw. A, B, C, D, E den Zahlen 1, 2, 3,4, 5und a, b, ¢, d, e den Zahlen 0, 5, 10,
15) zuordnen, um symmetrische pandiagonale magische 5x5-Quadrate zu erhalten?

c. Setze einige Beispiele fur symmetrische pandiagonale magische 5x5-Quadrate zusammen!

d. In jedem pandiagonalen magischen 5x5-Quadrat gibt es neben den Zeilen, Spalten und Dia-
gonalen noch zahlreiche weitere Flnfergruppen von Zahlen, die ebenfalls die magische Kon-
stante als Summe haben. Kannst du solche Zahlengruppen in der Abbildung zu Aufgabe 22
entdecken?
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